I ogique et raisonnement : les difficultés intrinséques.

Nous connaissons d’expérience les difficultés des éléves & raisonner
rigoureusement. Ces difficultés sont-elles identifiables ? Peut-on distinguer, au-dela des
disparités de niveau constatées, les obstacles sous-jacents a ce type d’ apprentissage 7

I angage courant et langage mathématique
ogique naturelle et logique mathématique

Les notions et les méthodes mathématiques se transmettent a travers le langage courant.
Véhiculées de maniére parfois cahotique dans la trame langagiére, les expressions
mathématiques possédent cependant une syntaxe et une grammaire qui leur sont propres, Ce
statut paradoxal du discours mathématique qui, dans la salle de classe, utilise le langage
courant pour exprimer des choses qui n'en relévent pas toujours, explique déja & lui seul une
part des difficultés rencontrées.
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Nous le savons bien, le et et le ou n’ont pas le méme sens dans le langage courant et dans le
langage mathématique. Dés lors, leur emplol pour formaliser certaines écritures est une difficulte pour
I’éléve. Ainsi quand le professeur énonce : « les solutions dans R de 'inéquation X* > 4 sont les réels
Xtelsque X =2 on X <-2w», ["éléve écrit spontanément un  « er » a la place du «ou ».

Le si non plus n’a pas le méme sens dans le langage courant et dans le Jangage mathématique.
Un « Si tu n’es pas sage, tu n’auras pas de dessert » est immédiatement interprété par I'enfant : « Si je
suis sage, )’aurai du dessert » ; ce qui correspond d’ailleurs siirement au message que 1'adulte désirait
faire passer ! (son « si » veut dire en fait « si et seulement si »). Dans un contexte mathématique, I'inter-
prétation de I’enfant serait une grossiére erreur de logique.

Sur les copies d’examen foumnies par le Ministére de I'Education Nationale figure une indication - « Si
votre compositon comporte plusieurs fenilles, numérotez-les, /... ». Un candidat au baccalaureat remet
une seule copie a 1'issue d’une épreuve, numerctée 1 / 1. Est-il en régle 7 et 'il ne numérctait pas sa
copie 7 L’analyse logique de la recommandation lui fera bientdt retrouver la sérénité : logiquement , il
peut faire comme il veut.

Puisque le «si . alors » pose tant de difficultés, ne vaut-il pas micux éviter son emploi et lui trouver
des substituts ? Par exemple, au lieu de : « s1 ABCD est un parallélogramme, alors ses diagonales se
coupent en leur milieu », on pourrait faire écrive © « Dans un parallélogramme, les diaponales se coupent
en leur milieu » ; pourquoi pas ? Cependant, la lecture d'une copie de 4° donne a réfléchir. L'éléve a
rédige - « O est le milieu de [AC] et de [BD]. Or, dans un parallélogramme, les diagonales se coupent en
leur miliew, donc ABCD est un parallélogramme ». Dans la propriété apprise, I'éléve ne distingue
méme plus les hypothéses de 1a conclusion. Limbroglio logique est total.

Quant au il faut, il concentre & lui scul la plupart des difficultés rencontrées en logique. Dans un
raisonnement mathématique, 1'éléve débutant le comprendra et I'utilisera généralement dans un sens
radicalement opposé a sa signification logique. Amsi, pour montrer qu’un triangle ABC est rectangle en
A, connaissant les longueurs de ses cotes, il écrira : « Pour que ABC soit rectangle en A, #/ faur (sous-
entendu : il faut que je prouve ou on doit prouver) que AB* + AC? = BC *» ; puis dans la méme
copie : « Si ABC est rectangle en A, alors AB’+ AC?=BC” or AB* + AC? = BC?, donc AB*
+ AC? = BC’» La présomption d'innccence qui émanait de la lecture du premier passage se
transmue alors en diagnostic d” illogisme flagrant !
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Le tableau ci-aprés permet de réfléchur a la spécificité du raisonnement déductif
mathématique facc i 'usage spontané de I'argumentation dans la vie courante Il n’est pas inutile de
prendre conscience des particularités voire des oppositions radicales de leurs différentes approches.

En outre, en classe les cours sc smvent.., mais les méthodes ne se ressemblent pas. Avons-nous réfléchi
a la maniére dont un ¢léve allait intégrer des démarches aussi différentes que celles sous-tendant une
dissertation littéraire d'unc part, ct la résolution d’'un probleme de géomdétric dautre part ?
Un autre aspect de la question mérite d’étre mentionné, En cffet, on serait parfois tenté d'expliquer lo
w51 .., alors... » en rattachant ses hypothéses aux notions de cause ou d antériorité, ¢t sa conclusion a
celles d’effers ou de postériorité. Le « s1 .. alors...» de 'implication mathématique ne doit pourtant pas
&tre rattaché 4 une quelconque notion de causalité ou de temporalité. L organigramme des fiches que
vous trouverez dans ce livret illustre bien. La fiche Al, par exemple, doit étre éludidée avarr la fiche
A2 Ceci est traduit dans 'orgamigramme par la fléche (fleche verticale dans le schéma) qui va de Al
vers A2 et qui signific I"ordre de procédure : A1 — A2 : on doit émdier Al avant d'étudier A2. Mais si
I'on sc place du point de vue logique, 1'é¢tude de Al est une condition nécessaire pour ccllc de A2 ;
I'ordre de procédure se ramene finalement, par la contraposée, a I'implication logique « A2 = Al » . !
cet exemple justificrait & Iui seul urgence de définir et d uriliser la fliéche d'implication logique avant
que son  uwsage nc soil banalisé ou  détowrné de  som  scns  mathématigue.
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Est-il cependant souhaitable, voire nécessaire, dutiliser des symboles particuliers pour

raisonner 7 ces notations ne vont-elles pas induire des automatismes dénués de sens 7 émousser
I'intuition au profit du formalisme ? L'usage des symboles lors de la réforme des « mathématiques
modernes » n’a-t-il pas ¢¢ cxcessif 7 Raisonner juste n'a rien d'évident. La logique de la pensée et la
conduite rigoureuse d'un raisonnement relévent d'un vénitable apprentissage. Des expéniences sur la
déduction I'ont montré - (comme explique notamment Pierre Lévy dans Les technologics de
Uintclligence ) lorsqu'il est privé de son papicr et de son crayon, 1'ére humain ne semble posséder
aucune aptitude particuliére a cc tvpe de raisonnement. Etudiants, universitaires ou logiciens de métier
s'emmélent dans les quantificatcurs et se trompent dans leurs syllogismes. Sans aides extéricures telles
qu écritures symboliques (notamment A — B) et  diagrammes, ils ne peuvent venir a bout des
raisonnements escomptés. Ceci conduit a penser que 1'écriture symbolique, codant 1'information et
gardant mémoire des procédures, permet de libérer ['esprit pour appréhender de maniére efficace des
problématiques complexes.
Les apprentissages scolaires se rattachent quant 4 cux a des questions plus élémentaires. On peut
facilement en analyser les structures logiques a 'aide du symbole d’implication. L usage de cette fleche
d’implication « =» » semble a premiére vue hors de propos au collége. Cependant, je 'utilise dés la 4°
comme un logo ou un codage pour comprendre et visualiser les structures logiques d’une propriéte.
Les directives officielles stipulent pour le lveée @ 1w on entrainera les éléves a lo pratigue des modes
usuels de raisonnement | équivalence logique, Implication, contraposition ... Les éléves doivent
connaiire et peuvent utiliser les symboles = ef < . mais il convient d'éviter tout recours
systématique & ces symboles. Tout exposé de logique mathématique est exclu. » (Extrait du
programme de mathématiques de 1°° 8§ -B.O n® spéceial 2 - 2 mai 1991)

Il y a un juste ¢quilibre a trouver entre "abus des formalismes ct la mise en oeuvre de quelques
structures et régles de la logique ¢lémentaire. Il faut donc développer des médiations pédagogiques
(discursives figuratives...) qui puissent conduire les intuitions naturclles jusquaux formalisations
mathématiques attenducs. Une situation concréte peut souvent étre inventée pour illustrer un contenu
mathématique. C’est le rdle, dans la bande dessinée, de la « Mousse-Seulement Si » ot du « Théoréme
des nuages ». Un va-et-vient continuel entre le langage naturel ¢t la formalisation mathématique
permet de mettre en évidence leurs spécificités mutuelles. Lexplicitation enfin de la structure des
raisonnements donne une récllc consistance aux apprentissages ct aux méthodes mathématiques.
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Logique naturelle / Logique mathématique : tableau comparatif
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Un type d'argumentation mathématique

IARGUMENTATION lc RAISONNEMENT DEDUCTIF
N )
Argumenter provoquer ou  accroitre| e Démontrer : faire un raisonnement logiquement
I'adhésion des esprits aux théses qu'on présente|  valide permettant d'établir 1a justesse dane pro-
a leur assentiment position. Exemple : le raisonnemenr déductiy
Argumentation : "tissu” dont la sohidité + Démonstration : "chaine” dont la solidité
dépasse de loin celle de chacun des fils qui la correspond a chacun des maillons qui la
composent, composent,
La validité d'une argumentation ¢st une affaire [e  Un raisonnement déductif est ou bicn correct
de degré - clle est plus ou moins forte. ou bien incorrect ; il o'y a pas de milieu.
Une proposition ¢t son contraire peuvent par- |« Dans le cadre du principe du tiers exclu, une
fois étre simultanément affirmés ou simulta- proposition cst ou vraie, ou bien fausse,
nément nics.
Une argumentation n'est jamais close ;onpeut | Une démonstration correcte se suffit a elle-
toujours viser 4 la renforcer méme.
Une argumentation peut sc déplover dans le|e Une démonstration est quast intemporelle ct
temps et s'mscrit dans un contexte social et impersonnelle,
psychologique a prendre ¢n compte.
Les arguments utilisés reposent souvent sur des | Les propriéics utilisées sont explicitées,
prémisses implicites, et parfois équivoques. "
"Logique naturelle”. * Logique formelle mathématique.
Est tenu pour vrai ce qui a lieu dans la majorité | ¢  Des exemples qui vérifient un énonce éﬂ
des cas (L'exception confirme la régle) suffisent pas 4 prouver que cet énoncé st vral.
s Un contre-exemple suffit pour invalider un
énoncé.
Une implication sous-cntend souvent o Hypothéses et Conclusion ne Sont pas
sa réciproque. permutables. Il v a indépendance entre unc
implication ct son implication réciproque.
Les ¢tapes du raisonnement ne sont pas|e Un raisonnement déductif comprend
toujours élucidées. ; deux niveaux d'organisation
1} Orgawization [ocale (énoncé-tiers, réple de détachement)
2} Cvganisation globale © recyclape de la conclusion d'un on
de plusieurs pas comme prémisses du nouvean pas.
Accumularion des propositions et arguments. | Les conclusions intermédiaires se remplacent,
Les conclusions intermédiaires contribuent 4|  Orgamsation des pas vers I' "énoncé-cible".
fournir une vision d'ensemble.
Les connecteurs "or, car, donc, ..." remplissent | »  L'ajout de connecteurs est purement sfylisiigue
une réelle fonction d'enchainement ou il facilite la lecture ou l'écoute du raisonnement.
dorganisation des propositions  énoncées.
{Relation de cause & cffet, relation dopposition, de
restriction. de condition, eic.)
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